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EXISTENCE D'UN G E N E R A T E U R  SUIVANT 
UNE SOUS-SUITE DE DENSITE 

SUPERIEURE NULLE 

PAR 

SI~BASTIEN FERENCZI 

ABSTRACT 

Ergodic theory: for every dynamical system (X, M, T,/z), totally ergodic and of 
finite entropy, there exist a sequence S of integers, of upper density zero, and a 
partition (9 of X, such that v~E.s T ~Q is the whole o'-algebra M. Furthermore, 
there is a "universal" sequence S" for which this property is true if we restrict 
ourselves to the class of strongly mixing systems. 

Soit (X, M, T, IX) un syst6me dynamique  d 'en t ropie  non nulle; peut-il v6rifier 

M = V a~s TaP pour  une parti t ion P finie et un sous-ensemble S de Z de densit6 

sup6rieure nulle? (S est dit de densit6 sup6rieure nulle si, pour  tout  e 

s tr ictement  positif, il existe N,, tel que pour  tout  N sup6rieur ~ N,, et tout  entier  ], 

card(S f) [j - N,/" + N] )  < 2eN.) 

La r6ponse est oui, (X, T) peut  m6me 6tre un sch6ma de Bernoulli .  Plus 

pr6cis6ment:  

PROPOSITION 1. Soit (X, sg, T, Ix) un systOme dynamique d'entropie finie to- 

talement ergodique (c'est-fi-dire o~ T" est ergodique pour tout n ); alors il existe 

une partition finie O de X et un ensemble d ' entiers S de densitd supdrieure nulle tels 

que V ~s T-~Q soit toute la ~r-alg~bre M. 

La m6thode  s ' inpire d 'un  article d 'Orns te in  et Weiss [1], qui, au passage, 

d6mont ren t  le r6sultat pour  une suite de densit6 inf6rieure nulle. Je remercie 

beaucoup  J.-P. T h o u v e n o t  qui m 'a  pos6 cette quest ion et m 'a  aid6 ~t y r6pondre.  

DI~MONSTRATION. Soit P = (P~, '"  ", Pk) un g6n6rateur  fini de (X, T). On  se 

donne  une suite d 'ent iers  g, tendant  vers + ~ et une suite e, tendant  vers 0, 

v6rifiant: 
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(0) . ,  (2n + l)g.  < 1, 

(I) g,,~l [2.+11; 

on pr6cisera d ' au t res  condit ions de croissancc sur g. et s u r e .  h la fin. 

On  va construire  pour  tout  ent ier  n une part i t ion O.  de X et un sous- 

ensemble  fini S. de Z v6rifiant: 

S., C { ( } } U [ - R . , . - R .  , - e " l U [ R .  , + e " . R . ]  (2.) 

off 

Nj= Sup Ix I, 
x C L J I -  iNi  

(3.)  dcux te rmcs  cons6cutifs de S. diff6rent d ' au  moins e ", 

(4.) O,, DP. 

(5.) O.={O; ' . l<- i<=k;O; ' , l< i<=k;Q; i . l<= i<=k, l<= j<=k} .  

( 6 . )  si h,, = U 0 7 .  ~ ( E , , ) <  . 
, , i ,, ( 2 j  + t ) #  

(7,)  V T ~Q, raiiine V T'P saul sur un ensemble  de mesure  
t( .  ~;n ] n 

inf6rieure g 2/g. + 2e., 

(8.)  I O , , -  O. , ] < 2 / g . .  

On part  de S,, = {0} et O,, = P. Supposons  la construct ion rdalisde au stade n - 1. 

CONSTRUCTION DE S.. On choisit (2n + l)-'g, entiers positifs, not6s Uh.~4 
( - n _ - < h - < n .  0 _  - < i = < g . - 1 ,  - n - < _ j N n ) , v 6 r i f i a n t :  

(9) uh.,.j~i [g.]  

(10) Uh.~., =--j 12n + 1] 

(11) U ..,,... > R.  ~+2n  + e " ,  

(12) 

pour  tout (h, i,j), 

pour  tout  (h, i,j), 

o~ R,  . est d6fini par  (2 . -d ,  

U(h.~.m, > 2U(h.~.j) + 2n + e ", 

pour  tout  (h, i,j), o~ on note  ( h , i , j ) + l  le successeur  de (h , i , j ) dans  l 'o rdre  

Icxicographiquc.  

Ces relat ions peuven t  6tre r6alis6es s imul tan6ment ,  (9) ct (10) 6tant  compat -  

ibles grfice /~ (1). On pose: 
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.~. ={uh .~ . i , -n<-h<=n ,  0 <= i <= g. -- l, - - n < - j < n }  

(A) U {u,.~. i - u,.~,.r + h, - n =< h --% n, 0 < i =< g. - 1, 

O<=i'<=g. - I, - n  < j < -  n, - n  <-j'<=n, et ( i , j ) # ( i ' , j ' ) } .  

Grace ~ (11) el (12), S,, est comprise dans les intervalles ] -~c ,  - R . _ ~ - e " ]  et 

[R.  , + e ~ + ~[ et deux termes cons6cutifs de .~. ditt~rent d 'au moins e ". 

Soit maintcnant  /~o = Sup,~_.r176 Ix[ .  On choisit un entier h. v6rifiant: 

(13) L,- - -0  [(2n + l ) g . ] ,  

(14) h. > / ~ .  + e ~ 

Par (6._,), (0) et ergodicit6 de T*., 

t t ( N  T ' * - E . . ) = 0 .  
y = - x  

Donc,  pour  un N. assez grand. 

Ix N T'~"E" ' < ( 2 n + l ) g .  " 
y - - N n 

On choisit enfin (2n + t)g. entiers positifs not6s vo.~ (0<= a <-_ g. - 1. - n  <= ~ <-_ 

n), v6rifiant 

(15) o,,.o --- I - a  [g.I, 

(16) v . . o - = l - / 3  [ 2 n + l ] ,  

(17) /~. _-< vo.~ ~ 2/~., 

(18) deux o..o cons6cutifs diti6rent d 'au moins e". 

C'est  possible d6s q u e / ~ ,  est sup6rieur h (2n + 1)g. [e" + (2n  + l)g.] ;  or (A) et 
(12) obligent /~. ~ 6tre sup6rieur ?~ e"[(2n + 1)-~g. + (2n  + 1)2g-~.], ((15) et (16) 

restant compatibles  grhce ~ (I)). On pose w..~.~ = 7A. + v~.o et 

S. = {w..o..,0<- a <- g. - 1 ,  - n  <--/3 <-n, - N .  <- y <- No}. 

On a imm6diatement:  

(19) w,,.e.~ =-- 1 - a  [g.] pour  tout ~, /3, 7, 

(20) w..B.. ~- 1 - / 3  [2n + I] pour tout o~,/3, 7, 

) pour ou o,  (21) Ix T-w~176 < (2n + l)g. 
y N/ 



Vol. 42, 1 9 8 2  SOUS-SUITE DE DENSITE SUPERIEURE NULLE 337 

En outre, deux termes eonsdcutifs de S,. different d'au moins e", et S,, C {0} U 

] - o o , - R . - e " l U [ R .  +e". +x[. 
On pose S. = S. U 5;.. et S,, v6rifie bien (2.) et (3,,). 

C O N S T R U C T I O N  DE O . ,  O n  

sup6rieure ~ 2R.g., de base F. 

On divise les 6tages en 2n + 3 

I.h = { TIF.. l 

pour tout h entre - n  et n, 

II. = { TIF.�9 l =- 1 

prend une tour de Rokhlin 

�9 de masse totale 

""' F.] [..J T' > l - e . .  
t- II 

groupes: 

=-o [g,,]etl=-h [2n+I]}.  

[g.]et 1 - 1  [2n + 1]}. 

de hauteur h,, 

III. = tousles autres 6tages. 

On note PN(x) = i s i x  est dans P,, 1 ~ i N k. Q. est ddfinie comme suit: 

si x est darts III. ou darts (X - U~"-' T~F.). pour un n sup6rieur ou 6gal/~ 2. 

on met x dans Q~', resp 0~'. resp Q] ,  six est dans 07 -~, resp 07  1. resp O~-~; 

six est clans III~ oudans  ( X -  U~]" T~F,).on met x dans QI six est dans P, ; 

si x est dans II.,  on met x dans 07 si x est darts P, ; 

s i x  est dans I.h, on met x dans QT;, o/a 

(22) i = PN(x). 

gn - I 

(23) ] = Z 2 PN(T  "'.'."hX) modulo k. 
s=o t = - n  

O. est une partition finie de X. Par construction, O. v6rifie (4.), (5.), (6.) parce 

que O.-~ v6rifie (4._ 0, (5._.) et (6. ~) et grz~ce au fait que: 

1 
/ z ( I I . )<  (2n + 1)g. " 

De m~me, O. v~rifie (8.) parce que: 

( " )=<(2n l + 1 < 2  p. II. U U I.h + l ) g .  g. g. " 
h - - .  

Pour montrer que O. v6rifie (7.), on introduit les notations suivantes: pour tout 
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ent ier  z, ~? est sa classe modulo  g., i sa classe modulo 2n + 1, 0 ~  ~ =< g~ - 1, 

- n =< ~ _-<_ n;  pour  tout y de X, pour  tout i e t  j, 

Q . N , ( y )  = i si y est dans O?, ou dans 0 7, ou darts Q~, 

Q .N2( y ) = j  si y est dans O~ (il est inutile de d6finir O~N2 ailleurs). 

Pour  tout i de [0, gn - 1 ] ,  pour  tout j de [ -  n ,n ] ,  soient 

(24) S(n, i,j) = {u, 616ments de S~, teis que u --- 1 - i [g~ ] et u -= 1 - j 12n + 1]}, 
'~. - I  n 

(25) A~ = U I...I (-'1 T-"E._,.  
i=+1 ] = - n  u~S(~. i . ] )  

Com me $. cont ient  S., par (19), (20) et (21), 

ix f'l T-~E"-~ < ( 2 n  + l ) g . '  

et donc /x(A~) est inf~rieure ~ e. .  
, U~o-,,,o Si A = ,=2R. TiE. N A ~ ,  

(26) ~.(A 'o)- 1 -(2/g~ + 2e.). 

Supposons maintenant  que x et y v6rifient 

(27) x et y sont 616ments de A '~, 

(28) x et y sont dans le m~me a tome de V,~s. T 'O~. 

Soit i(x) 1'6rage de la n - tour  oh se t rouve x, et soit 

B~ (x) = {u, 61~ments de S,, tels que T"x soit dans fin}; 

on d~finit de m~?me B. (y)  et i (y). II est clair que u est dans B. (x)  si et seulement  

si {T"x est dans E~ ~} ou bien { u + i ( x ) = - I  [g.]  et u + i ( x ) = l  [ 2 n + l l } .  

Donc  B. (x)  cont ient  S (n, i (x  ), i (x)) ,  et. h cause de (27), B. (x)  ne peut  contenir  

aucun autre S(n, k, l) en entier.  On a la m~me propri6t~ en y. Or  (28) implique 

que B . ( x ) =  B . (y ) .  Comme les S(n , k , l )  forment  une parti t ion de S., et sont 

tous non vides, on en d6duit:  

:(x) = ? ( y ) =  ?, f(x) = f ( y ) =  :. 

Maintenant ,  pour  tout h de [ -  n, hi ,  T "~. +., .x est dans l.h gr~ice 5 (9) et (10). 

Donc  O.N._(T"' ,-~ .x) existe et (22) et (23) donnent  la formule explicite 

PN(Thx)  = O.N2(T"~-r."-,x) - ~'~_ O.N,(T"'.  r., ; "~..+hx) (modulo k),  
(t~,lt ) I t ( -  i.h �9 [) 
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on a la m6me formule en y, et comme tous les termes uh. r.h , -- Uh,~ + h sont 

dans S,, (27) et (28) impliquent que x et y sont dans le m6me atome de T-hP, 

pour tout h de [ - n , n ] .  Ce qui, joint h (26), d6montre (7~). 

DI~MONSTRATION DE LA PROPOSITION 1. 

S = O S ~ .  
n >1} 

(2~) et (3n) assurent que pour tout n e s t  pour tout j, 

~ R i  _~ 
cardtS C't [j - R~, j + R~ 11 ~ card[S O [ - R~, R~II = 2R~ ~ e < 2ne "R~, 

et donc S est de densit6 sup6rieure nulle. 

On impose maintenant sur g. et e~ les conditions suivantes: 

(29) ~'~ 2/g. < + ~, 

el, si d ~ ,  = E~.~§ 21g~, si c~ = card S . ,  

(30) ~ 2/g,, + 2e,, + d.+~c,, < + ~c. 

Alors (8~) et (29) assurent qu'il existe une partition O limite des O~, v6rifiant: 

(31) JQ~ -OJ<&,, pour tout n. 

- i  Donc V,~s T-~Q coincide avec V~s T O~ sur un ensemble de mesure 

sup4rieure h ( 1 -  c~d,+,). 
Donc, d'apr~s (7~), V~so T ~Q ratline V ~  T'P sur un ensemble Gn tel que: 

(32) t t (X - G~)<  2/g~ +2e~ + c~d~+,. 

Si G = I,.J,._,, ("1,_-~ G~, ~ ( G )  = 1 par (30), (32) et BoreI-Cantelli. Et s ix  et y sont 

dans G e t  T~x et T"y sont dans le m6me atome de Q pour tout u de S, x et y 

sont dans G, pour tout i assez grand et par cons6quent sont dans le m6me atome 

de V'_~ TiP pour tout i assez grand; donc x = y puisque P e s t  g6n6ratrice. Donc: 

sg = V T-'Q. CQFD. 
i E S  

La fin de cette d6monstration suit [1] de pr~s. A priori, S d6pend du syst~me 

consid6r6. On a toutelois: 

PROPOSITION 2. II existe une suite S" d' entiers, de densitd sup&ieure nulle, telle 
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que, dans tout syst~me dynamique (X,M, T,t.t) d'entropie finie fortement 

mdlangeant, il existe une partition finie 0 de X, telle que V,~s,, T ~Q soit toute la 
tr-alg~bre ~.  

DI~MONSTRATION. On construit d 'abord la suite S", ind6pendamment de tout 

syst6me. Pour cela, on se donne une suite de r6els e., et deux suites d'entiers 

positifs l. et g. v6rifiant: 

(1) g . - - 1  [ 2 n + l ]  pour tout n, 

(29) ~ 2/g. < + :c 
n _~0 

+~ 1 1 
(33) .~"=,, (2n + 1)g. <5 ' .  

(34) 2 = ( 2 i + l ) &  = ( 2 n + l ) g .  pour tout n, 

(35 )  ~ d . . , [ ( 2 n + l f g ] + ( 2 n + l ) 2 g .  
n ~'[I 

9 
+(2n + 1)g.l.]+2e. +----" < +zc 

g. 

si d.+l = ~ 2/g,. 
i ~ n + l  

De telles suites existent (il suttit de choisir I. au stade n et de prendre 

g.+, ,g.+2,"" assez grands). Les g. tendent v e r s + ~  et les e. vers 0. 
On d6finit par r6currence des suites S'.: 

S,',={0}. Soit R . _ , =  Sup I xl .  
x ~ u 721 s', 

On choisit des Uh.~4 v6rifiant (9), (10). (11) et (12) et on d6finit S. par (A). 

Soit /~. = Supx~g. Ix I. On choisit (Y.~'_,] (2i + 1)&) entiers, not6s vk.~.~(n), 
0=<k--<n- l ,*0_--<a_-<gk-1 ,  - k _-< [3 _-< k, v6rifiant 

(36) v~.~.o (n) =>/~. + e ~ 

(37) vk.~.~(n)- 1 - a  [&l, 

(38) 

(39) 

vk,,~.~ (n) =- 1 - [3 [2k + 1], 

deux Vk.~,.O (n) consScutifs different d'au moins e", 
(c'est toujours possible par (1)). 

* Les uh,,4 d6pendent  aussi de n mais, dans leur cas, il n 'est  pas utile de I 'indiquer explicitement.  
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On prcnd pour S. I'ensemble de cos vk.~.~ (n); on pose S'. = S. U S. ; il esl clair 

que S'. v6rifie (2.) ct (3.). 

Soit S ' =  U .... S'.; S" est de densit6 sup6rieure nulle. 

Soil maintenant (X, s~, T, /z ) un syst?~me dynamique m61angeant; soil P =  

(P,,. �9 P~) un g6n6rateur fini de (X, T); on va construire, pour tout entier n, 

une suite S. et une partition O. v6rifiant (4.), (5.), (6.), (7.), (8.) et "S" contient 

S." .  On part de 0,, = P, S,, = {0}. 

CONSTRUCnON Dr: (9. ET S.. Soil E. , l 'ensemble d6fini par (6. ~); soien! a un 

cntier compris entre 0 et g..~ et /3 un entier compris entre - n  et n. Pour 

k = 1 ,2 ,3 , - - -  soit v.,~,~(n + k)1'616ment de la suite .9.,k dffini pr6c6demment 

(il existe bien puisque 0<= n < n + k - I, 0 < a < g. - 1, - n </3 ~< n). 

Le melange et le fait que v....~(n +k)  tend vers l'infini quand k tend vers 

I'infini assurent que pour k, = 1, il existe k_, tel que: 

~t(T-~ ,N T-~o.o,'"'k)E._,)<(2Iz(E. ,))z. 

De m~me. il existe k , , . . . ,  k~., d6pendant de or,/3, tels que 

(40) # ( f ~  T ~ ' '"+k' '~ ) . . . . . .  r : . . ,  < (2~(E._~))'- 
~,=1 

On pose w,,.~..=v..o.,~(n+k~(a,/3)), 0 _ - < a - < g . - l ,  -n<-_/3<-n, l==-y-</.,  

apr?~s avoir fait cette construction pour tous les o~,/3. 

Les w..e., v6rifient (19) grace t~ (37), (20) grace h (38) et (21) grace a (40), (6. ,) 

et (34). 

On prend pour ,~. I'ensemble de cos w,,..~,, et S. = S. U S.. S" contient bien 

S.. 

On suit d6sormais cxactement la d6monstration de la proposition 1, en 

rempla~ant R. par /~. = Sup~,_.s. Ix l. 
On construit ainsi Q. v6rifiant (4.) ~ (8.). Pour la suite, on remarque que, par 

construction: 

(41) r =<(2n + 1)'g-~.+ (2n + l)2g. +(2n + 1)g./., 

et que donc (30) est v6rifi6e gr:~ce h (35), et (29) par hypoth~se. On conclut donc 

I'existence de O telle que V,~s,, T-~O = ~.  CQFD 

REMAROUE. Dans les deux propositions, si P a k 616merits, Q en a (k-~ + 2k). 

D'autre  part, puisqu'on peut commencer la construction ~ n'importe quel stade 

(c'est-t~-dire prendre Q~ , = P), on peut obtenir Q arbitrairement proche de P; 

en particulier, pour tout e. on peut obtenir O v6rifiant 
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. d = V  T ' O  et E ( Q ) < E ( P ) + e .  
iES~ 

Questions. Peut-on 6tendre la proposition 1 ou la proposition 2 h tout 

syst~mc ergodique? 

Peut-on trouver un syst~me (X, M, T,/x) ergodique, une partition O de X, une 

suite S de densit6 sup6rieure nulle tels que M = V,E.s T 'O et {T-'O, i 616ment 
de S} soit une suite de partitions ind6pendantes? 
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